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Bonnes suites en théorie ergodique ponctuelle non-commutative

Soit T: L' + L — L' + L une application linéaire positive (i.e. T(f) > 0 pour tout
f > 0) et contractante de L' dans L' et de L dans L™ (i.e. |[T(f)]1 < ||f]l1 pour tout
feLlet IT(f)llo < lflloo pour tout f € L>®). Soient
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M, (T) = - § :T’“, n>1,
k=0

ses “moyennes ergodiques”. Un célebre théoreme issu des travaux de Birkhoff, Hopf et
Dunford-Schwartz (1958) affirme que pour tout 1 < p < oo et pour tout f € L, la suite des
[M,(T)](f) converge presque partout. Dans un article qui a révolutionné la théorie ergodique
ponctuelle, Bourgain [1] a démontré que le méme résultat de convergence presque partout a
lieu pour les moyennes
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associées a des suites strictement croissantes d’entiers (my)x>o particulieres. C’est le cas par
exemple si my = k* pour tout k > 0 ou si (my)r>o est la suite des nombres premiers. Dans
la foulée, les suites (my)r>0 pour lesquels [A,(T)](f) converge presque partout pour tous
T, f comme précedemment ont été appellées bonnes suites et ont été tres étudiées, voir par
exemple [4] ou, plus récemment, [3].

Au cours de ces 25 denieres années, la théorie des espaces LP non commutatifs (espaces
LP(M,T) associés a une algebre de von Neumann M munie d'une trace 7) s’est développée
de facon spectaculaire en créant des interactions avec les probabilités non-commutatives
(matrices aléatoires, produits libres, etc.), la théorie géométrique des groupes et 'analyse
harmonique non commutative. L'un des résultats marquants du sujet a été un théoreme de
Junge-Xu [2] établissant un analogue du théoreme de Birkhoff-Hopf-Dunford-Schwartz dans
le cadre non commutatif, i.e. pour des opérateurs positifs T: L*(M,7)+M — L'(M,7)+ M
contractants de L'(M, 7) dans lui-méme et de M = L*(M, 1) dans lui-méme. Dans ce con-
texte, la convergence presque partout (qui n’a plus de sens) est remplacée par la convergence
“presque uniforme” de Yeadon [5]. (Par le Théoréeme d’Egoroff, cette convergence coincide
avec la convergence presque partout dans le cadre classique.)

Il est clair qu’on peut étendre la notion de bonnes suites au cadre non commutatif. Ce
sont les suites strictement croissantes d’entiers (my)r>o telles que [A,(7T)](z) converge au
sens de Yeadon pour tout opérateur T': L'(M, 1)+ M — L*(M,7) + M comme ci-dessus et
pour tout z € LP(M,7), 1 < p < 0.
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L’objectif de la these est d’étudier différents aspects de ce sujet. Cela ira de ’extension de
résultats commutatifs a un cadre non commutatif a I’étude de l'existence de bonnes suites
dans le cadre commutatif qui ne le sont plus dans le cadre non commutatif, en passant par
I'étude de la convergence en norme des A, (T'): LP(M,7) — LP(M,T).
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